
Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 1

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 2x2
1 − 3x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + ẏ2 − 2x2 − 6y2 + αxy. Íàéäèòå
÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî 3m. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå
÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé αl ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 2m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷å-
ñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 3k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò
ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Ñòåíêà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì
êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 2m è 2m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
m, m è 2m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, k, 2k è 2k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

1



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 2

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + ẏ2 − 2x2 − 6y2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − 8q2

2 + αq̇1q̇2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 2l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 3m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå
ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè αk, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè αk. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû
â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå
ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k.
Êðîìå ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ 2k ïðèêðåïëåí åùå
îäèí ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî 3m. Òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó
yw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå
ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè 3m, 3m è m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, k è
3k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
2m, m è 2m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè,
íàìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 2k, k è 2k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

2



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 3

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − 8q2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + Q̇2 − 4q2 −Q2 − αqQ. Íàéäèòå
÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 3k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè αm è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ 2k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî 3m. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè.
Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 2l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàñ-
ñà êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà
ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 2m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 6k,
3k è 2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå
÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè 2m,
m, 2m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 3k, k è 3k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 4

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + Q̇2 − 4q2 −Q2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 9x2
1 − 3x2

2 + αẋ1ẋ2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå
íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ 2k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî αm. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 2l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 2k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Ïåðâàÿ ñòåíêà ñîâåðøàåò êî-
ëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû,
ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè 4m, m è m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 4k è
4k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
4m, m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, 2k, k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 5

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 9x2
1 − 3x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − q2

2/2 + αq1q2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ 2k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå
÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé αl ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå êîëå-
áàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî
äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 2k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò
ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 3m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Ñòåíêà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì
êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, m è 2m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, 2k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
m, m è 3m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, k, 2k è 2k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 6

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − q2

2/2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + Q̇2 − 9q2 −Q2 − αq̇Q̇. Íàéäèòå
÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 3l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå
ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè αm è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 2k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû
â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå
ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 3m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k.
Êðîìå ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå
îäèí ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó
yw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå
ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè 2m, 2m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k,
3k è 2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå
÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
m, 2m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 3k, 3k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 7

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + Q̇2 − 9q2 −Q2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + 4ẋ2

2 − 9x2
1 − x2

2 − αx1x2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 2k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 3m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè αk, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè.
Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 3l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 2m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà
ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè 3m, m è m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 3k è
3k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
3m, m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, 2k, k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 8

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + 4ẋ2

2 − 9x2
1 − x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 5ẏ2 − x2 − y2 − αẋẏ. Íàéäèòå
÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 3m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå
íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé αm. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 3l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 2m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 2k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Âòîðàÿ ñòåíêà ñîâåðøàåò êî-
ëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû,
ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 3m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
m, m è 2m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, k, 2k è 2k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

8



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 9

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 5ẏ2 − x2 − y2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 4x2
1 − x2

2 − αx1x2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî 3m. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå
÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 3l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî αm. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäè-
òå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå
êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 2k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò
ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Ñòåíêà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì
êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè 4m, m è 2m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 4k è
2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
m, 3m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 2k, 2k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

9



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 10

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 4x2
1 − x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 3q̇1
2 + 4q̇2

2 − 2q2
1 − 3q2

2 + αq̇1q̇2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 3l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 3m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå
ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè αk. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè αk. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòå-
ìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå
ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k.
Êðîìå ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå
îäèí ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó
yw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå
ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè 6m, 2m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 3k è
2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
2m, m è 2m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè,
íàìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, k, 2k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

10



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 11

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 3q̇1
2 + 4q̇2

2 − 2q2
1 − 3q2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + 12ẋ2

2 − x2
1 − 3x2

2 + αx1x2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 3k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè αm è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè.
Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà íèòè äëèíîé 2l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 3m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà
ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, 3k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
3m, m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, 2k, k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

11



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 12

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + 12ẋ2

2 − x2
1 − 3x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2/2 + 2ẋ2

2 − x2
1 − x2

2 + αẋ1ẋ2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå
íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ αk âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà íèòè äëèíîé 2l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 3m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Ïåðâàÿ ñòåíêà ñîâåðøàåò êî-
ëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû,
ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 3m è 2m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 6k,
2k è 3k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå
÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè 2m,
m, m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k, k è 3k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

12



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 13

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2/2 + 2ẋ2

2 − x2
1 − x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + 4ẋ2

2 − 2x2
1 − 3x2

2 + αx1x2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 4k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå
÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà íèòè äëèíîé 2l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî αm. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäè-
òå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå
êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò
ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Ñòåíêà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì
êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 5m è 5m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 5k, k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè 2m,
2m, 2m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè,
íàìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, k, 3k è 3k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

13



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 14

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + 4ẋ2

2 − 2x2
1 − 3x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + 3q̇2

2 − 2q2
1 − 2q2

2 − αq̇1q̇2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà íèòè äëèíîé 2l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 3m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå
ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè αm è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû
â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå
ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k.
Êðîìå ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 3m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå
îäèí ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó
yw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå
ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, m è 5m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 5k, 5k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè 2m,
m, 2m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 3k, k è 3k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

14



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 15

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + 3q̇2

2 − 2q2
1 − 2q2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + 2Q̇2 − 8q2 −Q2 − αqQ. Íàéäèòå
÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 3m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè.
Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå
ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè αk. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 3m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè.
Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà íèòè äëèíîé 2l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàñ-
ñà êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà
ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè 2m, m è 2m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 2k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
2m, m è 2m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè,
íàìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, k, 2k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

15



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 16

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + 2Q̇2 − 8q2 −Q2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 8x2
1 − 2x2

2 − αẋ1ẋ2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå
íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé αm. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà íèòè äëèíîé 2l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 3m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè.
Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðó-
æèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Âòîðàÿ ñòåíêà ñîâåðøàåò
êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû,
ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 3m è m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k è
3k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
m, m è 2m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, k, 3k è 3k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 17

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 8x2
1 − 2x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − 3q2

2 + αq1q2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå
÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà íèòè äëèíîé αl âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå êîëå-
áàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî
äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 3m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò
ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Ñòåíêà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì
êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè 3m, m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 3k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
2m, m è 2m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè,
íàìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k, 3k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

17



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 18

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − 3q2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 + ẏ2 − 2x2 − 4y2 − αẋẏ. Íàéäèòå
÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 3l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå
ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè αm è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû
â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå
ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k.
Êðîìå ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå
îäèí ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó
yw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå
ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 3m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
m, 2m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 2k, 2k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

18



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 19

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 + ẏ2 − 2x2 − 4y2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 2x2
1 − x2

2 + αx1x2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè.
Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 2k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå
ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è αm ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè αk. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè.
Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 3m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 3l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàñ-
ñà êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà
ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, m è m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè 2m,
m, m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, 3k, 3k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 20

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1
2 + ẋ2

2 − 2x2
1 − x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + 3q̇2

2 − 2q2
1 − 5q2

2 + αq̇1q̇2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k.
Êðîìå ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à
òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ αk âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 3m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 3l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 3k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Ïåðâàÿ ñòåíêà ñîâåðøàåò êî-
ëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû,
ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 2m è m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, k è
2k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
2m, m è 2m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè,
íàìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k, 3k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + 3q̇2

2 − 2q2
1 − 5q2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ1
2 + ẋ2

2 − 2x2
1 − x2

2 − αx1x2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 2k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 2m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå
÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 3m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé αl ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå êîëå-
áàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî
äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è 2m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 3k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò
ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Ñòåíêà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì
êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 3m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
3m, m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k, k, 2k è 2k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ1
2 + ẋ2

2 − 2x2
1 − x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + Q̇2 − 2q2 − 2Q2 + αq̇Q̇. Íàéäèòå
÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé 3m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé 2l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäèòå
ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è αm ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåð-
âûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 3k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû
â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå
ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k.
Êðîìå ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ 2k ïðèêðåïëåí åùå
îäèí ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó
yw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå
ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 2m è 2m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
2m, m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, 3k, k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + Q̇2 − 2q2 − 2Q2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − 8q2

2 + αq1q2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé
ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 3k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ
ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è αm ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ 2k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè.
Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 4m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà
ïîäâåñà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a sinωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 5m è m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 5k, k è
5k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè 2m,
m, 2m è m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íà-
ìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, k, 2k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − 8q2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 9ẋ1
2 + ẋ2

2 − x2
1 − 4x2

2 − αẋ1ẋ2. Íàé-
äèòå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæå-
íèå? Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è 3m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí
ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k.
Êðîìå ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à
òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ αk ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî 4m. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
γ ìàëûì, íàéäèòå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé
ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 4k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Âòîðàÿ ñòåíêà ñîâåðøàåò
êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû,
ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, 3m è 3m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
4m, m è 4m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè,
íàìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2k, k, 2k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

24



Äîìàøíåå çàäàíèå �17
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Âàðèàíò 25

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 9ẋ1
2 + ẋ2

2 − x2
1 − 4x2

2. Ðàññìîòðèì
÷àñòèöó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè XOY, òàê ÷òî åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ ýòà ÷àñòèöà? Áóäåò ëè åå äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèì?
Áóäåò ëè ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèå åå ïðîåêöèé?

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + q̇2

2 − 2q2
1 − 3q2

2 + αq1q2. Íàéäè-
òå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå?
Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ ñèñòåìû.

3. Íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k âèñèò ãðóçèê ìàññîé 4m. Ê íåìó íà ïðóæèíå æåñêîñòüþ 2k ïðèêðåïëåí åùå îäèí
ãðóçèê, ìàññà êîòîðîãî m. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Âûðàçèòå
÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

4. Íà íèòè äëèíîé l âèñèò ãðóçèê ìàññîé m. Ê íåìó íà íèòè äëèíîé l ïðèêðåïëåí åùå îäèí ãðóçèê, ìàññà
êîòîðîãî αm. Ãðóçèêè ìîãóò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, íàõîäÿñü â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäè-
òå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α ¿ 1. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû? Îïèøèòå
êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

5. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè. Ïåðâûé
ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê îäíîé èç ñòåíîê ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí êî âòîðîé ñòåíêå ïðóæèíîé
æåñòêîñòè 4k. Êðîìå òîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò
ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åå ìàññå è ñêîðîñòè. Ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ ìàëûì, íàéäèòå
êîëåáàíèÿ ñèñòåìû è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû.

6. Äâà ãðóçèêà ìàññàìè 2m è m ìîãóò äâèãàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ãðóçèê ïðèêðåïëåí ê
âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè k, âòîðîé ïðèêðåïëåí ê ýòîé æå ñòåíêå ïðóæèíîé æåñòêîñòè 3k. Êðîìå
ýòîãî, îáà ãðóçèêà ñîåäèíåíû òðåòüåé ïðóæèíîé æåñòêîñòè k. Ñòåíêà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó xw(t) = a cosωt. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïåðåéäÿ ê íîðìàëüíûì
êîîðäèíàòàì. Êàêîé ñèëå ýêâèâàëåíòíû òàêèå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû?

7. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âûðîæäåíû. Òðè ÷àñòèöû ìàññàìè m, m è 4m
ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè, íàìîòàííûìè íà êîëüöî.
Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðîòèâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòèöû, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 4k, 4k è
k. Íàéäèòå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ãðóçèêîâ è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå îáùåå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ìàññû m1,2,3 ãðóçèêîâ è æåñòêîñòè k1,2,3 ïðóæèíîê, ÷òîáû â ñèñòåìå íàñòóïèëî âûðîæäåíèå ÷àñòîò?

8. Àíàëèç áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðîâîäèòü, ÷àñòè÷íî óãàäûâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ è òåì ñà-
ìûì ýôôåêòèâíî óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåð-
æäåíèå. Åñëè l-îå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = 1/2

∑
i,j(mij ẋiẋj − kijxixj)

èìååò âèä x
(l)
i (t) = A

(l)
i cos(ωlt + ϕl), âåêòîðà A(l) = (A(l)

1 , A
(l)
2 , . . . , A

(l)
N ) è A(s) = (A(s)

1 , A
(s)
2 , . . . , A

(s)
N ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ωl è ωs, ïåðåïåíäèêóëÿðíû â ìåòðèêå, îïðåäåëÿåìîé òåíçîðàìè mij èëè kij , ò.å.∑
i,j A

(s)
i mijA

(l)
j =

∑
i,j A

(s)
i kijA

(l)
j . Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ìàññàìè m,
3m, m è 3m, êîòîðûå ìîãóò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïðîâîëî÷íîìó êîëüöó. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ïðóæèíêàìè,
íàìîòàííûìè íà êîëüöî. Æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòèöû, âòîðóþ è òðåòüþ, è ò.ä.
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3k, k, 3k è k. Óãàäàéòå ÷àñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äîêàçàííûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäèòå îñòàëüíûå íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ.

9. Ìîëåêóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
10.

25


